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1 序論
本稿では,星裕一郎氏,望月新一氏との共同研究 ([HMM] を参照) で得られた,グロタンディーク タイヒ
ミューラー群 GT に関する結果を紹介します.本稿の主結果 (の証明) に関してより詳細な説明を行っている
日本語文献としては,[南出] が挙げられます.
以下では, n を正の整数,  k を標数  0 の代数閉体,X を  \mathbb{P}_{k}^{1}\backslash \{0,1, \infty\},  X_{n} を X の  n 次配置空間,即ち,
 X_{n}df=^{e} { (  x_{1} ,  x_{n}) \in\frac{n}{X\cross\cdots\cross X}| 任意の  1\leq i<j\leq n に対し,  x_{i}\neq xj }
とします.また,  X_{n} のエタール基本群を  H_{n} と書くことにします.良く知られているとおり ,  \Pi_{n} は位相的に
有限生成ですので,   \prod_{n} の外部自己同型群 Out  ( \prod_{n}) は自然な副有限群の構造を持つことに注意します.すると,




次に,グロタンディーク タイヒミューラー群 GT について復習します.Drinfeld は,[D] において,階数2
の自由副有限群の自己同型であって適切な条件をみたすもののなす群として GT を定義し,以下の観察を得ま
した ((I) の厳密な証明については [IM], Appendix を,(II) の厳密な証明については [I3] を参照) :
(I) 自然な忠実外作用  \overline{\rho}_{n} :GT  arrow Out(H_{n}) が存在する.
(II) 包含関係  {\rm Im}(\rho_{n})\subseteq{\rm Im}(\overline{\rho}_{n}) が存在する.
特に,  G_{\mathbb{Q}} と  {\rm Im}(\rho_{n}) , そして,GT と  {\rm Im}(\overline{\rho}_{n}) を同一視することで,次の包含関係が得られます :
  G_{\mathbb{Q}}\subseteq GT  \subseteq Out(\Pi_{n}) .
このとき,次の問題1.1は非常に興味深い問題です :
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問題1.1. Out  (\Pi_{n}) 内において,GT は  G_{\mathbb{Q}} の良い近似物となっているか.(例えば,  G_{\mathbb{Q}}=GT となるか.)
2 主結果
以下では,正の整数  r に対し,  r 次対称群を  \mathfrak{S}_{r} と書くことにします.また,  r\geq 4 のとき,  k スキーム上の
 (0, r) 型曲線 —即ち,  k スキーム上の種数  0 の固有平滑曲線 (の族) であって  r 個の (順序付けられた) 相異
なる切断が付随したもの —のモジュライスタックを  \mathcal{M}_{0,r} と書くことにします.
そして以下では,
 n\geq 2
と仮定します.すると,(  k スタックの) 自然な同型  X_{n}arrow^{\sim}\mathcal{M}_{0,n+3} の存在から,自然な忠実外作用
 \mathfrak{S}_{n+3}arrow Out  (\Pi_{n})
が定義されます.この外作用と,前節で復習した外作用  \overline{\rho}_{n} に関して,次が成り立ちます :
定理2.1. (主結果) 二つの自然な外作用  GTarrow Out(\Pi_{n}),  6_{n+3}arrow Out(\Pi_{n}) は同型
GT  \cross \mathfrak{S}_{n+3}arrow\sim Out  (\Pi_{n})
を誘導する.
特に,定理2.1の帰結として,
(前節の最後の) 包含関係   G_{\mathbb{Q}}\subseteq GT  \subseteq Out(\Pi_{n}) において,GT と Out  (\Pi_{n}) はほとんど等しい
ということが従います (問題1.1を参照)
次に,定理2.1の応用を述べます.以下では,群  G とその部分群  H に対し,  H の  G における中心化群を
 Z_{G}(H) と書くことにします.また,副有限群  G に対し,
 Z^{loc}(G) 哩  H\subseteq G\underline{1}iBZ_{G}(H)
— ここで,  H は  G の開部分群を走る — と書くことにします.
系2.2. GT,  \mathfrak{S}_{n+3} を (定理2.1の同型を介して) Out  (\Pi_{n}) の部分群と見倣すとき,以下が成り立つ :
(i)  \mathfrak{S}_{n+3}=Z^{1oc}(0ut(\Pi_{n})) .
(ii) GT  =z_{\circ ut(\Pi_{n})}(\mathfrak{S}_{n+3})=Z_{Out(\Pi_{n})} (  Z^{{\imath} oc} (Out  (\Pi.) )).
特に,系2.2, (ii) の帰結として,




以下では,  \mathcal{M}_{0,n+3} のDeligne‐Mumford コンパクト化を  \overline{\mathcal{M}}_{0,n+3} と書くことに,また,  \overline{\mathcal{M}}_{0,n+3}\backslash \mathcal{M}_{0,n+3}
の既約成分の集合を  \mathbb{D} と書くことにします.すると,  \delta\in \mathbb{D} は惰性群
 I_{\delta}\subseteq\Pi_{n}
を (  \Pi_{n} 共役を除いて一意に) 定めます.このとき,
 Out^{b}(\Pi_{n})def= {  \sigma\in Out  (\Pi_{n})| 任意の  \delta\in \mathbb{D} に対し,  \sigma(I_{\delta}) は  I_{\delta} と  \Pi_{n} 共役になる }
と書くことにします ([I1], [N] を参照)
Harbater と Schneps は,[HS] において,次を示しました :
定理3.1.  \mathfrak{S}_{n+3} を (自然な忠実外作用  \mathfrak{S}_{n+3}arrow Out(\Pi_{n}) を介して) Out  (\Pi_{n}) の部分群と見徹すとき,自然
な外作用  GTarrow Out(H_{n}) は同型
GT  arrow\sim Outb  (\Pi_{n})\cap Z_{Out(\Pi_{n})}(\mathfrak{S}_{n+3}) (  \subseteq Out  (\Pi_{n}) )
を誘導する.
今回の共同研究で得られた結果 (系2.2, (ii) を参照) は,
定理3.1の同型の右辺から  Out^{b}(\Pi_{n}) ” を削除できる
ということを主張しています.
4 証明の概略
 i を  1\leq i\leq n+3 みたす整数とします.このとき,  i 番目の切断を忘れることによって得られる射影




を誘導します.このようにして得られる pi たちに関して,次が成り立ちます :
命題4.1.  \alpha\in Aut(\Pi_{n}) を  \Pi_{n} の任意の自己同型とする.このとき,  \alpha は集合
 \{Ker(\Pi_{n}arrow\Pi_{n-1})\}_{1\leq i\leq n+3}p_{i}
の置換を誘導する.
証明.  l を任意の素数とする.また,  \Pi_{n} の最大副  l 商  H_{n}^{(l)} の降中心列に付随した  \mathbb{Q}_{l} 上の次数付きリー代数を
 Gr_{Q_{l}}(\Pi_{n}^{(l)}) と書くことにする.すると,命題王1 }  \ovalbox{\tt\small REJECT},  Gr_{\mathbb{Q}_{l}}(\Pi_{n}^{(l)}) の自己同型群に関する計算
 Aut(Gr_{\mathbb{Q}_{l}}(\Pi_{n}^{(l)}))\cong \mathfrak{S}_{n+3}\cross 
\mathbb{Q}_{l}^{\cross}
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([N] を参照) と (自由副有限群に対する) Lubotzky‐Melnikov‐van den Dries の定理  *1 から従う.□
注4.2.  \mathbb{P}_{k}^{1}\backslash \{0,1, \infty\} ” を  k 上の双曲的曲線’ に置き換えた場合についても,“Aut  (Gr_{\mathbb{Q}_{l}}(\Pi_{n}^{(l)})) ” の構造が
知られています ([NT] を参照) .
注4.3.  \mathbb{P}_{k}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}” を  k 上の双曲的曲線” に置き換えた場合についても,命題4.1と類似の結果が成り
立つことが知られています ([MT], [HMM] を参照)
特に,命題4.1より,準同型
 \Phi_{n}:Out(\Pi_{n})arrow \mathfrak{S}_{n+3}
を得ます.ここで,自然な忠実外作用  \mathfrak{S}_{n+3}arrow Out(\Pi_{n}) は  \Phi_{n} の分裂を定めることに注意します.したがっ
て,次の命題4.4を適用することで,直積分解
Out  (\Pi_{n})=Out^{*}(\Pi_{n})\cross \mathfrak{S}_{n+3}
 def— ここで,  Out^{*}(\Pi_{n})  =  Ker(\Phi_{n}) — を得ます.
命題4.4.  \mathfrak{S}_{n+3} を (自然な忠実外作用  \mathfrak{S}_{n+3}arrow Out(\Pi_{n}) を介して) Out  (\Pi_{n}) の部分群と見倣すとき,次の
包含関係が成り立つ:
 \mathfrak{S}_{n+3}\subseteq Z_{Out(\Pi_{n})}(Out^{*}(\Pi_{n})) .
証明.各  i に対して,  p_{i} :  \Gamma I_{n}arrow\Pi_{n-1} は準同型
 p_{i}^{*} :  Out^{*}(\Pi_{n})arrow Out^{*}(\Pi_{n-1})
を誘導することに注意する.すると,命題4.4は,以下の事実 ([HM2] を参照) から従う :
. 任意の整数の組  (i,j) —ただし,  1\leq i<j\leq n+3- に対し,  p_{i}^{*}=p_{j}^{*} が成り立つ.
. 任意の  i に対し,  p_{i}^{*} は単射.
口
注4.5. 準同型  Out^{*}(\Pi_{n})arrow Out^{*}(\Pi_{n-1}) と類似の準同型 — 例えば,  Out^{b}(\Pi_{n})arrow Out^{b}(\Pi_{n-1}) など — の
単射性,全射性について,これまで様々な研究がなされてきました.これらの研究については,[I1], [I2], [IK],
 [N],  [NTU],  [HS],  [T_{S}],  [Ta],  [M],  [HM1] , [HM2], [HM3] を参照ください.
一方,命題4.1, 4.4, そして,組み合わせ論的遠アーベル幾何の結果 ([M], [HM3] を参照) を用いることで,
Outb  (\Pi_{n})\cap Z_{Out(\Pi_{n})}(\mathfrak{S}_{n+3})=Out^{*}(\Pi_{n})
が従います.最後に,定理3.1を適用することで,同型
 GT\cross \mathfrak{S}_{n+3}arrow\sim Out^{*}(\Pi_{n})\cross \mathfrak{S}_{n+3}= Out  (\Pi_{n})
を得ます.
 *1G を位相的に有限生成な非可換自由副有限群,  H\subset G を位相的に有限生成な正規閉部分とする.このとき,  H\neq\{1\} であれば,  H
は  G の開部分群である.
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